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10-дәрiс. Анықталған интеграл. Анықталған интегралдың қолданысы

Дәрiстiң мақсаты – Анықтал интегралдың геометриялық фигуралардың ауданын табуды үйрену,

кейiннен оны еселi интегралдарды табуға қолдану

Негiзгi сұрақтар:

1. Анықтал интеграл. Риман интегралдық қосындылары

2. Қисық сызықты трапецияның ауданы

1 Анықталған интеграл ұғымына келтiретiн есептер

1.1 1-есеп. Қисық сызықты трапеция ауданы

Жоғарғы жағынан y = f(x), (f(x) > 0) функция графигiмен, сол және оң жағынан сәйкес x = a, x = b

түзулерiмен, төменгi жағынан OX өсiмен шектелген жазық фигураны қарастырамыз. Осы жазық

фигураны қисық сызықты трапеция деп атайды. Қисық сызықты трапецияның ауданын табу үшiн

[a, b] кесiндiсiн қалауымызша n бөлiкке бөлемiз:

a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b.

Әр бөлiктеу нүктелерiнен OY өсiне параллель түзулер жүргiземiз. Әр [xi−1, xi] кесiндiсiнен қалауы-

мызша ξi нүктесiн таңдап алып, ∆xi = xi − xi−1 белгiлеймiз. Сонда f(ξi) · ∆xi биiктiгi f(ξi), табаны

∆xi болатын тiктөртбұрыштың ауданын бередi.

Sn =

n∑
i=1

f(ξi) ·∆xi. (1.1)

Қосынды (1.1) қисық сызықты трапецияның ауданын жуықтайды. Егер λ = maxi ∆xi → 0 болғанда

n → ∞, және қосындының тиянақты шегi S бар болса, онда ол шек қисық сызықты трапецияның
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ауданын бередi:

S = lim
λ→0

Sn = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi) ·∆xi. (1.2)

1.2 2-есеп. Айнымалы күштiң жұмысы

Материалдық нүкте OX өсiнiң бойымен F күшiнiң әсерiмен қозғалсын. Егер F тұрақты болса, онда

жұмыс күш пен жүрiп өткен жолдың көбейтiндiсiне тең. Айнымалы күш F = F (x) үшiн x ∈ [a, b]

аралығындағы жұмысын табайық.

[a, b] кесiндiсiн n бөлiкке бөлемiз, әр [xi−1, xi] кесiндiсiнен ξi нүктесiн аламыз. Егер [xi−1, xi] кесiндiсiн-

дегi күш тұрақты деп есептесек, онда жұмыстың жуық мәнi:

An =

n∑
i=1

F (ξi) ·∆xi, ∆xi = xi − xi−1. (1.1)

Егер λ = maxi ∆xi → 0, және қосындының шегi тәуелсiз болса, онда F (x) айнымалы күшiнiң [a, b]

кесiндiсiндегi жұмысы:

A = lim
λ→0

An = lim
λ→0

n∑
i=1

F (ξi) ·∆xi. (1.2)

1.3 3-есеп. Берiлген жылдамдық бойынша жолды табу

Материалдық M нүктесi айнымалы v = v(t) жылдамдықпен түзу сызық бойымен қозғалсын. t0 уақыт-

тан T уақытқа дейiн жүрiп өткен жолын табайық.

[t0, T ] аралығын n бөлiкке бөлемiз:

[t0, t1], [t1, t2], . . . , [ti−1, ti], . . . , [tn−1, T ].

∆ti = ti − ti−1 және t∗i ∈ [ti−1, ti] аламыз. Жолдың жуық мәнi:

Sn =

n∑
i=1

v(t∗i ) ·∆ti. (1.1)

Шектi есепте ∆ti → 0, n → ∞ болғанда, толық жол:

S = lim
max∆ti→0

Sn =

ˆ T

t0

v(t) dt. (1.2)
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1.4 Анықталған интеграл ұғымын енгiзу

Егер

λ = max
i

∆ti → 0, n → ∞,

онда [t0, T ] уақыттағы жүрiп өткен жолы:

S = lim
λ→0

Sn = lim
λ→0

n∑
i=1

v(t∗i ) ·∆ti. (1.1)

Айталық y = f(x) функциясы [a, b], (a < b) кесiндiсiнде анықталсын. Берiлген кесiндiнi қалауымызша

n бөлiкке бөлемiз:

τ = (a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn = b).

Оны τ бөлiктеу деп, ал x0, x1, . . . , xn нүктелерiн τ бөлiктеуiнiң нүктелерi деп атайды. Әрбiр [xi−1, xi]

кесiндiден қалауымызша ξi нүктесiн таңдап аламыз да,

∆xi = xi − xi−1, λ = max
i

∆xi.

Интегралдық қосынды деп аталатын қосындыны құрамыз:

σ =

n∑
i=1

f(ξi) ·∆xi. (1.2)

Анықтама 1.1 (Анықталған интеграл). Егер λ → 0 болғанда (1.2) интегралдық қосындысының шектi

шегi J бар болып, ол [a, b] кесiндiсiн бөлiктеуден және ξi нүктелерiн таңдап алудан тәуелсiз болса, онда

ол шек [a, b] кесiндiсiндегi f(x) функциясының анықталған интегралы немесе Риман интегралы деп

аталады:

J = lim
λ→0

σ =

ˆ b

a

f(x) dx немесе (R)

ˆ b

a

f(x) dx = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi. (1.3)

Жоғарыдағы анықтаманы “ε− δ” тiлiнде де жазуға болады.

Анықтама 1.2 (ε− δ анықтамасы). Егер кез келген ε > 0 саны үшiн δ > 0 саны табылып,

λ < δ =⇒ |σ − I| < ε

теңсiздiгi орындалса, онда J санын σ қосындысының шегi деп атайды. Бұл жағдайда f(x) функциясын

[a, b] кесiндiсiнде интегралданады деп атаймыз. Сәйкес a және b сандарын интегралдың төменгi және

жоғарғы шектерi, ал f(x) функциясын интеграл астындағы функция, x интегралдау айнымалысы деп

атайды.



1 Анықталған интеграл ұғымына келтiретiн есептер 4

Анықталған интегралдың анықтамасынан соң жоғарыдағы қарастырған есептерге қайырылсақ, (1.2)

формуладан қисық сызықты трапецияның ауданы:

S =

ˆ b

a

f(x) dx,

(1.2) формуладан айнымалы күштiң жұмысы:

A =

ˆ b

a

F (x) dx,

(1.1) формуладан берiлген жылдамдық бойынша жол:

S =

ˆ T

t0

v(t) dt.

Жоғарыдағы анықталған интеграл анықтамасы шектелген функциялар үшiн қолданылады. Егер f(x)

функциясы [a, b] кесiндiсiнде шектелмеген болса, онда [a,b] кесiндiсiн кез келген бөлiктеуде қайсы-

бiр f(ξi) мәнi шектеусiз болып, интегралдық қосынды σ шексiз үлкен болады, яғни оның шектi шегi

болмайды.

1.5 Анықталған интегралдың бар болу шарты

Теорема 1.1 (Анықталған интегралдың бар болуының қажеттi шарты). Егер f(x) функциясы [a, b]

кесiндiсiнде интегралданса, онда функция берiлген кесiндеде шектелген.

Дәлелдеуi 1.1. f(x) функциясы [a, b] кесiндiсiнде шектелмеген деп керi жориық. [a, b] кесiндiсiн қала-

уымызша n бөлiкке бөлгенде, осы бөлiктердiң ең болмағанда бiреуiнде f(x) функциясы шектелмеген

болады, онда интегралдық қосындыдағы f(ξi) · ∆xi мүшесiн абсолюттiк шамасы бойынша ең үлкен

болатындай етiп, ξi нүктесiн таңдап алуға болады. Онда сәйкес интегралдық қосындының шектi шегi

болмайды. Сонымен, шектелмеген функцияның анықталған интегралы болмайды.

Ескерту. Теореманың керi тұжырымы орындалмайды. Кесiндiде берiлген кез келген шектелген функ-

ция интегралданбайды. Мысал ретiнде [0, 1] кесiндiсiнде берiлген Дирихле функциясын қарастырайық:

f(x) =


1, егер x рационал сан болса,

0, егер x иррационал сан болса.

Дирихле функциясы [0, 1] кесiндiсiнде шектелген, алайда ол интегралданбайды. Шынында, егер [0, 1]

кесiндiсiн кез келген [xi−1, xi] бөлiктерге бөлгенде, егер ξi рационал сан болса,

σ =

n∑
i=1

f(ξi) ·∆xi =

n∑
i=1

1 ·∆xi = 1.
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Ал ξi иррационал сан болса,

σ =

n∑
i=1

f(ξi) ·∆xi =

n∑
i=1

0 ·∆xi = 0.

Сондықтан λ → 0 ұмтылғанда limn→∞ σ шегi жоқ.

Сонымен, шектелген f(x) функциясының анықталған интегралы бар болуы үшiн оның шектелгендiгi-

нен басқа қосымша шарт орындалуы қажет.

1.5.1 Дарбудың жоғарғы және төменгi қосындылары

Осы мақсатпен [a, b] кесiндiсiн [xi−1, xi], i = 1, . . . , n бөлiктерге бөлемiз де, белгiлеулер енгiземiз:

∆xi = xi − xi−1, λ = max
i

∆xi,

Mi = sup
[xi−1,xi]

f(x), mi = inf
[xi−1,xi]

f(x).

Екi қосынды түземiз:

S =

n∑
i=1

Mi∆xi, s =

n∑
i=1

mi∆xi. (1.1)

S – Дарбудың жоғарғы, s – Дарбудың төменгi қосындысы. Дарбу қосындылары мен интегралдық

қосындының арасында қатыс бар:

s ≤ σ ≤ S. (1.2)

Дарбу қосындыларының қасиеттерi:

1. [a, b] кесiндiсiнiң бөлу нүктелерiне жаңа бөлу нүктелерiн қосқаннан кейiн Дарбудың жоғарғы

қосындысы өспейдi, төменгi қосындысы кемiмейдi.

2. Дарбудың әрбiр төменгi қосындысы аралықты басқаша бөлудегi жоғарғы қосындысынан артпай-

ды.

Теорема 1.2 (Анықталған интегралдың бар болуының қажеттi және жеткiлiктi шарты). [a, b] кесiн-

дiсiнде шектелген f(x) функциясының интегралдануы үшiн

lim
λ→0

(S − s) = 0 (1.3)

шарттың орындалуы қажеттi және жеткiлiктi.
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1.6 Интегралданатын функцияның түрлерi

Теорема 1.3. Егер f(x) функциясы [a, b] кесiндiсiнде үзiлiссiз болса, онда ол функция интегралдана-

ды.

Дәлелдеуi 1.2. f(x) функциясы [a, b] кесiндiсiнде үзiлiссiз болғандықтан, Кантор теоремасы бойынша

ол осы кесiндiде бiрқалыпты үзiлiссiз.

Айталық, кез келген ε > 0 саны берiлсiн. f(x) бiрқалыпты үзiлiссiз болғандықтан, оң

ε

b− a

саны үшiн δ > 0 табылып, [a, b] кесiндiсiн xi−xi−1 = ∆xi < δ етiп бөлгенде, функция тербелiсi ωi әрбiр

∆xi < δ бөлiгiнде

ωi <
ε

b− a

теңсiздiгiн қанағаттандырады.

Онда:
n∑

i=1

ωi∆xi <
ε

b− a

n∑
i=1

∆xi = ε.

Демек, анықталған интеграл бар. Теорема дәлелдендi.

Теорема 1.4. Егер [a, b] кесiндiсiнде шектелген f(x) функциясының бiрiншi тектi үзiлiс нүктелерiнiң

саны шектi болса, онда функция осы кесiндiде интегралданады.

2 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14] жұмыстардан қарауға

болады.
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